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Relativité restreinte vs générale
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Relativité restreinte vs générale

1905 - Mesure des phénomenes en fonction du référentiel
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Relativité restreinte

Special principle of relativity:
If a system of coordinates K is chosen so that, in relation to it, physical laws hold good in their

simplest form, the same laws hold good in relation to any other system of coordinates K" moving in

uniform translation relatively to K.

—Albert Einstein: The Foundation of the General Theory of Relativity, Part A, §1
Observateur

Toute loi de la nature devrait demeurer :

- inchangée a travers le temps
- indépendante de I'endroit ou elles sont évaluées

- indépendamment de la personne qui les mesure.

Les lois de la nature sont les méme ks
tous les référentiels inertiel.
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1.1 Introduction

Dans la vie courante nous considérons que les lois fondamentales de la physique sont identiques
dans tout changement de référentiel galiléen. Si on veut décrire le mouvement d'une piece de
monnaie lachée sans vitesse initiale par un automobiliste, lui-méme en mouvement uniforme par

rapport au trottoir, on utilisera la Relation Fondamental de 1a Dynamique.

Deux cas sont possibles :

v' mouvement observé par un observateur ou v mouvement observé par un observateur lié
li¢ au référentiel de la voiture au référentiel du trottoir

b)

> Systéme de référence du sol

Systéme de référence de la voiture
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Observateur de la voiture
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Pour exprimer la position de la picce de monnaie dans un autre référentiel on peut aussi

utiliser la transformée de Galilée. c (42K’
dx X _ y
. VX _ V0 2 ix
(x'=x—v,t dt (12t
Transformation de Galilée : r'{y' =y y= y=Idy_,
ransformation de Galilée : = =—q—= =— =
, de | dt 7 dt | dt® "’
z' =z 4o 2,
. Y, 5 =7
 dt Y
Trans'formatlon Transformation
des vitesses des accélérations

Définitions

Une grandeur physique est dite invariante dans un changement de référentiel si elle conserve
meéme valeur dans ce changement : par exemple la masse.

Une loi physique est dite covariante ou invariante de forme, si dans un changement de
référentiel elle conserve méme expression, c'est-a-dire :

L[fab,...,AB,... |=L.

1

et 1 o, , L; et L;’ sont des constantes
L'f'a'b,...,A,B,... |=L!

Si de plus on a L; est €gale a L;” la loi covariante est dite invariante dans le changement de référentiel
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Exemple 1 : la relation fondamentale de la dynamique

Soit deux référentiels R et R’. R’ est en mouvement de translation uniforme par rapport a R. En
appliquant le principe d'invariance de forme (covariance) a la relation fondamentale de la
dynamique dans tout changement de référentiel galiléen, on a donc :

DansR  f=mj<f-mj=0

DansR’> f'=my <f —my' =0
On a vu précédemment que la transformée de Galilée pour les accélérations était: 7 =7y’

On sait aussi que la masse est un invariant par changement de référentiel galiléen: m=m’

‘ r La force qui s’exerce sur un corps de masse m est

invariante par une transformation de Galilée

Exemple 2 : les lois de I'¢lectromagnétisme

Comme préecédemment nous allons essayer de voir si les lois de 1'électromagnétisme sont
invariantes ou covariantes dans tout changement de référentiel galiléen.

Soit deux référentiels R et R’. R’ est en mouvement de translation uniforme par rapport a R.
Considérons dans le repere R une charge ¢ au repos et un fil également au repos portant une

densité de charge A (par exemple de méme signe que g). Relativité rostroiato - page 9



Dans le repere R les différents €léments sont au repos donc la . 1
force répulsive (charge de méme signe) est de nature €lectrique. :
La force agissant sur g a pour intensite : |

Aq
2rga

) /-

Dans le repere R’ ou ces diverses charges sont animées de la méme vitesse v uniforme, parallelement a la
direction du fil, 'application du théoréeme de Gauss conduit a la détermination d'un champ ¢lectrique identique
a celui observé dans R. On a donc :

) /.=, = A

2wy a

Dans R’ le fil est le siege d'un courant qui crée donc un champ magnétique B’ (déterminable a I'aide du
théoreme d'ampere) agissant sur la charge ¢g. La force magnétique s’exercant sur g a pour module :

‘ 1= /“0’19"’ La force magnétique /' est de sens opposée a f
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Finalement dans R’ la force résultante a pour intensiteé :

)y (=1 -1, = M (1 pgegv?)
2meg a . R .
N , c = Vitesse delumiere dans le vide
q \'%
- 1-— 2 _
27‘5803[ czj = EoMoC” =1

2
Il y a donc un facteur 1_V_2 entre la force f (calculée dans R) et la force f~ calculée dans R’.
C
On a donc perdu l'invariance galiléenne de la force.

Les remedes :

“* Renoncer a une description invariante pour une classe de repéres (ici Galiléens) et spécialiser un
repere "absolu".

“ Si on reste '"relativiste" : quelles conditions faut-il imposer pour que les lois de

I'¢électromagnétisme soient covariantes.

Dans le cas relativiste, 1l faut imposer l'invariance de la vitesse ¢ de la lumiére dans le vide. En

effet, la théorie de Maxwell prévoit I'existence des ondes électromagnétiques dans le vide. Or

le vide est le vide quel que soit le repére choisi pour le décrire.
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Exemple 3 : les équations de Maxwell

Comme précédemment nous allons essayer de voir si l'équation de propagation d'une onde
¢lectromagnétique est invariante ou covariante dans tout changement de référentiel galiléen.
Soit deux référentiels R et R’. R’ est mouvement de translation uniforme par rapport a R.
Dans le référentiel R I'équation d'onde s’écrit :
O azq) 82¢ 10¢
(’3)(2 oy’ 82 ¢ ot

Afin de vérifier I'invariance de 1'équation d'onde il faut réeécrire cette équation dans le référentiel
mobil R’. La transformation de Galilée va nous permettre de redefinir les opérateurs de dérivées

partielles.

o0 _ 99 a§'1+ 80 a§9+ o6 o L0 ot x'= X

ox ox'ox oy ox 07z ox ot ox ) y'=y

o _ o0 Z'=z—vt
ox OX' = =0 =0 =0 t'=t

oo o 8X b ay b 82 oy ot
ox>  ox? ox ﬁx’ay oX 8X’62 oX 8x’8t’ ox
0o _ 09
aXZ aXIZ
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On effectue le méme calcul pour les autres opérateur :

o' _ ¢
oy>  oy"”
& _ ¢
oz 07

2_ 009,24y, 5
ot oz" ot ot'oz

Donc en identifiant dans l'équation d'onde :

0’ % 09 _ 1 {Vz@+02¢ ”y aﬂ

El a2 et T ooz

i Gy Y Y1 FY
aXIZ ayrz aZIZ CZ

ox? oy o7’ o’

‘ Donc les équations de Maxwell ne sont pas invariantes par changement de

référentiel galiléen.
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Pour résoudre ces problemes les scientifiques pensaient, a la fin du XIX® siecle, que les ondes
¢lectromagnétiques avaient besoin d'un support pour se propager et ils donnerent le nom d'éther a

se milieu. Son reférentiel associé €tait celui, bien-entendu, ou les équations de Maxwell étaient
les plus simples.

1.2.1 I'expérience de Michelson-Morley

Les expériences de Michelson-Morley (1881-1887) sont une série d’experiences
tendant a démontrer I'existence de 1’¢ther

(¢ther= support matériel des vibrations d'une onde EM comme la lumigcre)

Propagation parallcle et
anti-parallcle

- Vaether

—Hhifh—

Propagation

Cas dynamique ! = \ i I

perpendiculaire
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Le but de l'expérience de Michelson-Morley était de mesurer la
vitesse de 1'éther relativement a la Terre en mesurant la vitesse de la
lumiere dans différentes directions. Ils s’attendaient a ce que leurs

mesures varient selon la vitesse de 1'ether:

M; - Vent d'éther
C
I
M,
p Composition des vitesses
(|
" D .
. U}
+—>
B
I
A - D r__ 2 2
c V =4C —V
A - Source le lumiere monochromatique
B - Miroir semi réfléchissant
C - Miroirs
Relativité restreinte - page 15
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On sait que I'état des interférences (constructives ou destructives) est directement li¢ a la phase
relative des deux faisceaux. Afin de mieux visualiser 1'éther on peut prendre I'exemple d'un

bateau sur la mer ou I'eau joue le role d'éther.

Temps de parcours du faisceau 1 : \

t, = L + L —
b v v - v )2 Sion prend 1 =1; =1, on trouve pour le
¢\1- (cj cy/1= (c) ¢y 1- (cj retard entre les deux faisceaux:

distance SM;  distance M;S
21 1 1
Temps de parcours du faisceau 2 : At=t,—t, = . N >
F
| | 21 Y C

2

S| e

distance SM, distance M,S SIVZEO=D>At=£0
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Il reste néanmoins deux problemes :

» Le mouvement de la Terre

» La précision requise pour obtenir 1, =1,

Michelson-Morley pensérent a faire subir une rotation de 90° a leur appareil. De cette maniére ils
pourraient detecter la différence de phase (uniquement si v # 0) entre les deux faisceaux. Il faut
donc recalculer la différence de parcours. Apres rotation les résultats précédents peuvent étre

réutilisés mais en changeant les indices :

2,

t) = .
cl—(v)
C
) A
, o AT V)
e T
\% ¢ ¢
c.l1—| —
€/
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On doit aussi recalculer Atcarl; #1, 1 At =t ,—t, = ——
2
(T4
C C

Donc la différence apres rotation est : At —At' = g(l1 +1, 1 == =
C
c{l—(vj } C 1—(Vj
C C

2
si on suppose que v/c << 1, alors: At—At' = (11 +1, )V_3
C

Michelson-Morley n’observerent aucun décalage significatif des franges, méme en changeant

I'orientation de leur interféromeétre ou en faisant les observations de nuit.

sl | /'éther n’existe pas
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1.2.2 I'expérience W. Bertozzi (1964)

Energie et quantit¢ de mouvement (impulsion) sont des grandeurs importantes en mécanique en raison des
lois de conservations qui leurs sont associées. Jusqu'en 1905, on admettait que la masse m (inerte) d'un
objet en mouvement est une constante, €énergie cinétique E, et impulsion P=myv étant reliées entre elles par:

PZ
E.=—
¢ 2m

En 1964 W. Bertozzi a congu, a des fins peédagogiques, une expérience permettant de mesurer la vitesse (u)
d'¢lectrons de grande énergie en fonction de leur €énergie cinétique (E,). Le tableau ci-dessous récapitule

I'ensemble des résultats obtenus

Energie vitesse mesurée vitesse calculée
M.e V. (106eV)) u/c vN/C

0.5 0.867 1.4

1 0.910 2

1.5 0.960 24

4.5 0.987 4.4

limite

Vitesse obtenue par la
théorie classique en
desaccord
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1.2.3 I'expérience de Sherwood Parker (1972)

Pour préciser la relation entre énergie et impulsion, un montage simple et compact (Sherwood Parker,
Am. J. of Phys. 40-241 [1972]) utilise comme objets en mouvement les électrons d'assez grande énergie,
¢émis par une source radioactive B : du Strontium 90. Un champ magnétique uniforme oblige ces
particules chargées a decrire des demi-cercles au bout desquels on les compte par un dispositif qui mesure
en méme temps leur énergie cinétique

Une particule chargée dans un champ
magnétique B a une trajectoire circulaire de
= rayon

e role R = P _my
qgB ¢B

“Pole tip
ou q est la charge et B est perpendiculaire au plan.

Dans l'expérience, les électrons sont collimates de
facon a donner a leur vitesse initiale une direction
orthogonale a celle du champ magnétique.

Le détecteur est disposé€ a une distance d
(variable) de la source dans une direction

f——h‘] ¢galement orthogonale au champ.
Light pipe |

‘ Sélection de P

Relativité restreinte - page 20
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. : N L. 7.0
On mesure la hauteur des signaux, proportionnelle a 1'énergie cinétique

de 1'¢lectron incident, en fonction de la distance d entre source et

deétecteur, ce qui revient a mesurer E; en fonction de P.
6.0

Lorsque 1'énergie dépasse 1 Meyv, la variation expérimentale
(cercles pleins avec barres d'erreur) est plutot :

5.0

s

E.=PC-0.5Mev =
c— y -
Cette relation, associ¢e a l'existence d'une vitesse limite égale a C, &

@
n’est pas compatible avec une masse indépendante de la vitesse. &
Dans de telles expériences la masse apparait comme le 2 30k

b J4 . . @
seul parametre libre. La masse dépendrait-elle de la vitesse? S
Ces expériences interrogent sur le principe tres ancien (Galilée), de 2.0

I'égalité des référentiels d'inertie devant les lois de la physique par

un principe d'invariance de la vitesse de la lumicre.

Une conséquence naturelle en est la « transformation de Lorentz » 1.0
qui régit les changements de coordonnées entre référentiels en

mouvement uniforme. //
0.0 ! 1

Non-relotivistic (p%/2m)

1 ! I

0.0 1.0
Momentt

Deés 1905 Albert Einstein avait émis la théorie de la relativité restreinte

permettant de résoudre ces problemes (et bien d'autres...) Rela

2.0 3.0
m (MeVv/c)
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1.3 Les principes de la théorie de la relativité restreinte

Pour formuler sa nouvelle théorie Albert Einstein s’est appuyé sur la mécanique classique et les
travaux de Lorentz. En fait 1l a gard¢ de la mécanique classique uniquement les principes qui lui
paraissait corrects et leur ajouta deux postulats afin d'expliquer les problemes de

I'électromagnétisme par exemple.

Premier principe:

L'espace et le temps sont des entités distinctes dont les notions sont acquises de fagon intuitives.

l'espace possede trois dimensions et le temps n’en a qu’une.

Dans un référentiel donné tout événement est repere par ses quatre composantes

Deuxiéme principe:

l'espace obe¢it a la geométrie d'Euclide, par
I'espace est euclidien - exemple le plus court chemin entre deux points est
la ligne droite

Troisieme principe:

Il n’existe pas dans l'espace ou le
l'espace et le temps sont homogenes ‘ temps aucun point privilégiés, donc
aucune origine absolue

Relativité restreinte - page 22



Quatriéme principe:

l'espace est 1sotrope. ‘ Aucune direction n’est privilegice

Cinquiéme principe ou principe de la relativité :

Toutes les lois de la physique sont covariantes (ont la méme forme) dans tout
changement de référentiel galiléen.

Sixiéme principe :

La vitesse dans le vide des ondes ¢lectromagnétiques est un invariant indépendant des

299792458 x10° m/s +1.2m/s

référentiels. Sa valeur est :

La vitesse de la lumicre est constante dans le vide. Un observateur
‘ au repos ou en mouvement (méme a grande vitesse) mesurera la
méme vitesse pour 1'onde lumineuse

Ce dernier principe permet d'expliquer parfaitement le résultat de I'expérience de Michelson Morley.
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Il ne sera question dans ce cours que de la relativité restreinte ou les référentiels sont considérés
galiléens. Ils sont donc animés les uns par rapport aux autres de mouvements de translation
rectiligne et uniforme. Le cas général (mouvement quelconque) est traité par la relativité

générale.

Les équations de Maxwell ne sont pas covariantes par la transformation de Galilée (cinquieme

principe), il faut donc trouver une nouvelle transformation.

1.4 La transformation de Lorentz

a a b
y y
Nous recherchons des formules de
transformation des coordonnees : R R’
Linéaires pour respecter
I'homogénéité de 1'espace et du 0 O’ v
> >
temps. X X’
v4 z’
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Prenons par exemple le couple (x’,t”) et essayons de trouver la relation les reliant a x, y, z et £. du
fait de la linéarité des relations on peut écrire :

X'=mw+nt+oay+bz
{ (D)

t'=lt+px+qy+rz

Si1 on effectue une rotation autour de Ox (ou Ox’), seul y et z seront changés. Pour rotation de
90°:

Yoz
zZ—>—y
xX'=m+nt+oz—b
_ { o Y
t'=Ilt+px+qz—ry
En combinant les équations (1) et (2), on obtient :
(05 + b)y = (0‘ - b)z Ces relations doivent étre vérifiées pour tout couple (y, z).
(q+ r) )= (q— r)z On a donc :

a=b=0 e qg=r=0

Relativité restreinte - page 25



Donc les €quations (1) se simplifient :
{x’ =y(v)x+n(v)y

t'=1(v)t+ p(v)x )

Les différents coefficients étant a priori fonction de v.
Prenons maintenant le couple (y’, z’), on peut €crire :

y'=ay+ z+nx+ At (4)

Or si on effectue une rotation de 90° autour de Ox (ou Ox’), on aura les changements suivant :
y—zety >z
z—>—-yetz' - —)f

On en déduit facilement I'expression de z’ :

Z'=az—puy+nx+ At (5)

S1 on effectue alors une symétrie par rapport au plan xOy (x’Oy’), on a donc :
yoyety' =)

z—>—zetz > -7
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Les équations (4) et (5) deviennent :
'=ay—z+nx+ At
{y y— 1z +1] ©)
—z'=—az— uy+ nx + At

En regroupant les équations (4) a (6), il vient :

{y’ =ay+ 1+ At
Z'=az

Relations semblables

Or les directions Oy - O’y’ et Oz - O’z’ sont équivalentes - . s
poury etz

=>n=A=0
{y’=a(")y 7

z'=a(v)z

Finalement a I'aide de ces considerations de symétrie on peut simplifier les formules de

transformation : X' = y(V)x + n(v)t

t"=1(v)t+ p(v)x
y'=a(v)y

L 7 = a(v)z Relativité restreinte - page 27




Considérons le mouvement de 1'origine O’ de R’ dans R : {

La premiére équation du systéme (7) s’écrit:  x' =0 =yt +n(v)t =[y(v)+n(v)k

= n(v)=—-y(v)v

Considérons le mouvement de 1'origine O de R dans R’ : { *=0
x'=-vt'
s ‘ o X'yt
La premicre €équation du systeme (7) s’écrit : —v=—=—"—"-"—
t' I(v)t
=1(v)=7()
Le systéme (7) devient : x'=y)x—vt]
t' = 5
Ji=y)+p)x (8)
y'=av)y
1z’ =a(v)z
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En utilisant I'invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide. On aurait pour la propagation

suivant I'axe x d'un photon émis a l'instant initial a l'origine des référentiels :

x—ct=0=x"—ct'=0
Gréce (8) on peut écrie 1 x' —ct' = y(v)[x —vt]- [y (v)t + p(v)x]
=y(v)[ct—vt]- c[j/(v)t + p(v)ct]
=—y(vt—c’p()t

& plv) =LY

x' =y(V)[x—vt]

v :y(v)[t—c—zx}

y' =a(v)y

z' =a(v)z

Le passage de R a R’doit avoir une écriture identique a celui de R’ a R au changement pres de

vet-v:

X =y(V)[x'+vt']= y(v){y(v)[x —vt]+ VY(V)\"[ — C—\; XJJ

2
oy’ (V)|:1 — V—z} =1 On a choisi la racine positive pour
c vy car les axes Ox et O’x’ sont
1 orientés dans le méme sens
S v(V)=——
-
CZ
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Il ne reste plus qu’a déterminer a(v). Considérons maintenant un photon se propageant suivant
I'axe Oy du référentiel (R ). A t=0 le photon est en O.

x'=-y(v)vt = —V)/(v)Z
x=0 ¢
y=ct =y (=7 ()2
z=0 y' =a(v)ct

zZ'=0

A t=0 les deux referentiels coincidant, a l'instant t’ le photon aura parcouru dans (R’) la
distance ct’.

2 2 2
X" +yT=ct

2

) +d () =)

2

=aW)=y (v){l—%} =1

s a’(v)=1
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Nous venons donc de trouver la transformation permettant de changer de référentiel. Cette
transformation n’est uniquement valable pour les référentiels en mouvement rectiligne uniforme

les uns par rapport aux autres.

Transformée de Lorentz

x'=y[x - fct]
Jy'=y
Z'=z v
lct' =y|ct - B.x] F= c
ou avec y = 11
rX:y(X’-I—B.Ct’) Jl V_2 \/l_ﬁ2
2
=v' c
<y y’
z=17
ct=y(ct’ +pB.x)
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Ecriture matricielle

/Matrice de passage de R a R\ /Matrice de passage de R’ a R\
X' y 0 0 —yBYx X y 0 0 yBY\X
y' B 0 1 0 0 |y B 0O 1 0 0]y
Z1 10 01 0|z z| |0 01 0]z
Qt’ -8B 0 0 vy 9 Kct B 0 0 vy ct’/

Remarque : si v est trés petit devant ¢ on peut donc négliger le terme 32 devant 1, on retrouve
la transformée de Galil¢e.

x' :(X—Vt) - =(X—Vt)
y'=y .
\7'=7 <Z>4y B
zZ'=z
ct’:(ct—z. jzct [t =t
C
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1.5 Les quadrivecteurs

La notion de quadrivecteur est essentielle en relativité restreinte car elle permet de simplifier les
changements de réfeérentiel galiléen.

Définitions

Un ¢lément Qde I'espace vectorielR* = Rx Rx R xR est un quadrivecteur si cet élément
représente une grandeur physique et s’il se transforme dans un changement de référentiel

galiléen en obéissant aux relations de la transformation de Lorentz :

(Qi :Ql v
4Qé =Q, p= c

Q; = Y(Qs _B-Q4) Ve y = (I_Bz)—l/z
Q. =7(Q, ~B.Q;)

'exemple le plus simple étant le quadrivecteur position ou ¢événement :

-

X

~ %2 (=
r=< " ouencore T =(T,ct)
X
3

ct Relativité restreinte - page 33

\



Produit scalaire de deux quadrivecteurs

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs est defini par :

<Q’W> =QeW= QW +Q,W, +Q;W; - Q,W,

On dit que deux quadrivecteurs sont orthogonaux si : <(~Q,W> =QeW=0

Théoreme

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs est un invariant pour la transformation de Lorentz

QW) = (@, W)
Démonstration :
Ql Wl Q; Wll
~ ~ W ~ ! ~ W,
Q=Qz et W=| ° Q’zQ,2 et W= 2,
Q; W, Q; W,
Q, W, Q, W,
<6>W> = Q1W1 + szz + Q3W3 - Q4W4 <Q’9WI> = Q;W{ + Qrzwzl + Q;W; - Q:th;

Relativité restreinte - page 34



Q; = Q1 W1, =W,
~ Q'2 =Q, ~ Wzl =W,
= t W=
? Q} = Y(Q3 _BQ4) ; W; = V(W3 _BW4)
Q, = V(Q4 — BQ3) W, = V(W4 _BW3)

(Q, W)= QW, +Q,W, +77(Q, —=BQ (W, —BW,) -7 (Q, —BQ; W, —BW;)
=QW, +Q,W, +7°Q;W, —By’Q;W, —By°Q, W, +B*y°Q, W,
7 Q,W, +¥°BQ,W; +v°BQ;W, —v°B°Q, W,
=Q,W, +Q,W, +7'Q;W, +B*y’Q,W, —v’Q, W, —v’B°Q, W,
= QW +Q,W, + 2 (1-B2JQ, W, (1 -B* ), W,
—Q W +Q,W, +(—)( —B*JQ,W, - (—)(1—[32)(24W4

=Q;W, +Q,W, +Q;W; -Q,W
(Q.W)=(Q,W) CQFD

Relativité restreinte - page 35



1.6 Les conséguences de la transformée de Lorentz

.6.1 Intervalle d'espace ou d'univers

Considérons deux ¢événements E et E* définis dans un référentiel galiléen R. Les
quadrivecteurs espace temps associés sont : T = (f,ct) = (xl, X2,X3,Ct)

~ % — 3k % * * * *
r :(r ,Ct ):(XI,XZ,X3,Ct )

~ K

Ces eveénements sont séparés dans R de la quantité : A7 =7 —F

‘ La quantite¢ A7 est un quadrivecteur.

Définition

On appelle intervalle d'espace ou d'univers de deux événements E et E* le produit
scalaire de A7 par lui-méme :

AF? = AF AF

‘ d'apres les propriétés de la transformée de Lorentz, on peut remarquer que
l'intervalle d'espace est un invariant par cette transformation

~2 ~12
AF- = AF



‘ Cette proprieté est aussi valables pour les événements infiniment proches,
c'est-a-dire :
di* = di”

Simultanéité

Supposons que les deux événements E et E* considérés précédemment sont simultanés :
) =7
= A7 = [xl — X| Xy — X, X3 — Xy ,c(t— t*)]
= A7 = [xl — X| Xy — X, X3 — Xy ,O]
AF = |Ax, ,Ax, ,Ax; 0]

Dans un autre référentiel galiléen R™ (se déplagant a une vitesse v par rapport au référentiel R)
ce quadrivecteur devient :

] & & &
AY = [x{ — X, Xy — X5 X5 — X, ,c(t'— t )]

Ar = [AY, AY, AY, cAL]

On connait les relations liant les composantes de A7 et de A7 car R et R’ sont deux référentiels
galiléens en mouvement I'un par rapport a l'autre.



Les paramétres de la transformée de Lorentz permettant de passer de R a R” sont y et f. On
peut donc €crire :

Ax, Ax, = Ax,
A AxZ TL A ’ A'x; = Ax2
= = ,

Ax, & AY, = y[Ax, — B.cAr]

cAt cAt’ = y[cAt — BAx;]

v = o
Simultanéité Ax, T AY, = Ax, on dSlmuR’anen é

Ax & Ar= ans

r= ,
dans R ! AX, = YAx,
\’@ CeAt’ = —yB.Ax,

On remarque que deux événements simultanés dans un référentiel galiléen ne le sont pas
forcément dans un autre. Ce résultat est totalement différent de ce que l'on a I'habitude de

concevoir en mecanique classique ou la simultanéité présente un caractere absolu.

On remarque aussi que l'intervalle de temps dans le référentiel R* (At’) peut étre positif ou
négatif. Il existe donc des référentiels galiléens ou 1'événement E précede I'événement E* et
d'autres ou c'est le contraire (cf. causalité 1.6.4).



.6.2 Transformation des lonqueurs

Pour parler de transformation des longueurs il faut évidemment définir correctement ce qu'est la

longueur d'un objet.

Définition

On appelle distance de deux points de vitesse relative nulle :

» Soit la distance géométrique de ces deux points dans un référentiel ou ces deux
points sont immobiles. Ce référentiel porte le nom de référentiel propre des deux

points et cette distance porte le nom de distance propre

» Soit la distance géométrique de ces deux points dont les positions sont relevées au

méme instant de date t (= simultanéit¢) dans un référentiel ou ces deux points sont

en mouvement.



Considérons une regle AB au repos (vitesse relative nulle) dans le référentiel R,. Il représente
donc le réfeérentiel propre de la regle. Les coordonnées de ses extrémités A et B sont dans le
référentiel R

Pia PiB PiB ~Pia R Ro \B

Pa =|P24 €t Pg =|P25 = AP =|P25 —P2a

P3a Pss P3g ~P3a
, \%
0 0 i :
Ces mesures peuvent étre effectuées a des
temps différents puisque nous sommes
dans le référentiel propre de la regle. Donc
les quadrivecteurs espace temps associ€s
aux deux €¢vénements sont donc :
P1a PiB PiB ~Pia
~ _Paa , ~  |P2B ~ _|P2B ~P2a
Pr = et Pg = = Ap =
P3a PsB P3g ~P3a
CT, CTg c(tg—1,)




Maintenant si nous effectuons la mesure des deux extrémités de la regle dans le référentiel R

mobile par rapport a Ry. Les deux quadrivecteurs associés aux deux événements sont donc :

XA X1B Xig — X4 = AX|
~  X24 .~ [X2B . [Xpp =X, =AX,
I, = et I, = = AT =

X3A X3B X3p — X34 = AX;

ct, ct,, oty —t, )=cAt

Les mesures effectuées dans les référentiels R, et R sont liées par la transformée de Lorentz, on

a donc :
Ap, = Ax, B= Vo
Ap, = Ax, C
Ap, = 7|Ax; —B.cAt] y = 1
cAT = y[cAt —B.AX, | 1-p*

Nous désirons que dans le référentiel R les quantités Ax;, Ax, et AX 3 nous permettent de mesurer
la distance qui sépare les points A et B. Puisque dans ce référentiel les deux points A et B sont

en mouvement, on ne peut obtenir leur distance que st on a simultanéité des mesures :

At=t,—t, =0




On a donc en définitive :

Ap, = Ax,
Ap, = Ax,
Ap; = yAX,

y=[-p]"*
sV

vzl - = Ax; <Ap,

C

Ce résultat est appelé phénoméne de contraction des longueurs. 11 n’ y a bien entendu dans la

réalité pas possibilit¢ de réduire les longueurs, c'est tout simplement la mesure de la longueur qui

n’ est pas la méme uniquement dans la direction du mouvement.

Remarque: Il est donc impossible de faire passer une table de 3m sur 4m par une fenétre de 1m

de large. Certaines idées similaires avaient €t¢ émises peu de temps apres la

parution de la théorie de la relativite restreinte.

Déformation d'un objet : Comment I'objet est-il déformé?

a

R

a

a

R

\ 4




1.6.3 Transformation des temps

Définition

Intervalle de temps : temps séparant les manifestations d'un événement se produisant en un

méme point de 1'espace et mesuré dans un référentiel ou le point est au

repos (= référentiel propre).

Durée : Intervalle de temps mesure dans un réfeérentiel arbitraire.

Dilatation des durées

Considérons un €vénement se produisant en un point fixe ayant pour coordonnées dans R, :
Px
P =Py
P,

Cet événement est suppose durer de l'instant 1; a 1,, I'intervalle de temps est donc :

At=1,-1,



On peut donc écrire deux quadrivecteurs espace temps S

. : - Px
donnant la durée de vie de I'événement :
~ P
Début de I'événement : P, =| °
P, 0
CT, - [0
s => Ap =
Px
. . o p c(t, —1,)=cAt
Fin de I'événement : p, =| °
P,
. . €T3 )
Un observateur d'un autre référentiel galiléen R essaye de
mesurer la durée de cet 1'événement. Il note précisément le
début et la fin : fix
T,
Début de 1'événement : T = b
I.lz I’2x o I‘lx
Le référentiel R 1t ct, ~ |y Ty
e référentiel Ry a une vitesse L — AT =
de V,, par rapport a R suivant I, r,,— I,
I axe Oz. | o o, c(t, —t,) = cAt
Fin de I'événement : T, =
I‘22
ct, |




A l'aide de la transformée de Lorentz on peut en déduire la relation entre At et At :

ct, = Y[CTI + sz]
ct, = V[CT2 + sz]

e

y=[-p]"*
b Ve
C

}cAt = YCAT

At =vyAt

iyl o [At> At

Ce résultat est appele phénomene de
dilatation des durées.

Remarque: Les relations que nous venons d'établir concernant les transformations des

longueurs et des durées ne sont valables que si 1'un des référentiels galiléens de la

transformation est référentiel propre.




Paradoxe des jumeaux

Pierre et Paul sont deux jumeaux. Ils sont tout les deux a un instant ¢ sur une base de
lancement de fusée. Paul monte dans la fusée et quitte le repere (R) ou Pierre est
immobile. Paul effectue son voyage a trés grande vitesse (voisine de c¢). Au bout d'un
certain temps Paul rejoint Pierre.

Les deux jumeaux sont-ils encore jumeaux?

Réponse : Chacun des jumeaux voit 'autre se déplacer et considére qu’ il est plus jeune.
En effet, un intervalle de temps (At) mesur¢ dans le référentiel 1i¢ a un des jumeaux a

pour valeur dans celui de son frere : At = yAr.
*IIs ne sont donc plus jumeaux!

*Probléme : leurs conclusions sont contradictoires.

On doit remarquer que pour quitter et retrouver Pierre, Paul a di subir des accélerations.

On sort donc du cadre de la relativité restreinte.



1.6.4 Principe de causalité

En physique classique, un événement E; ne peut étre la cause d'un événement E, que s’ il est
intervenu avant, donc E est antérieur a E,.

Dans le cas relativiste la formulation de ce principe doit étre reconsidérée car compte tenu du
caractere relatif de la simultanéité, on peut penser que I'ordre des deux événements sera fonction
du repere ou on les observe.

Nous considererons que E; correspond a la position d'une particule a un instant t; donné. La
position de la particule a un instant postérieur ou antérieur a t; ne peut se trouver ailleurs que
dans le “cone de lumiére” de E;. Ce cOne est défini par la valeur limite de la vitesse d'une

particule :

-

Les zones non
ombrées sont
interdites par
les postulats de
la relativité.




Deux éveénements ne pourront étre
reliés par un signal ou une relation Si E; est dans le futur de
causale que s'ils sont dans le cone de

e : E,, lut méme dans le
lumiére 1'un de l'autre.

futur de E,, alors E; est
nécessairement dans le
futur de E;. Donc si E;
est la cause de E, qui est

Futur o
de E, lui méme la cause de E;,
alors E; peut étre la
, cause de Es.
Si1 E; est dans le passé de >
E,, lui méme dans le futur E

de E;, alors E; n'est pas

nécessairement dans le

cone de lumicre de E;.

Donc si E; et E; peuvent

étre la cause de E,, iln'y a
aucun lien de causalité

entre eux.



Soit un repere ou E; et E, sont séparés par une distance L et apparaissent aux temps t; et t,=t,+T.
E; ne peut entrainer E, que si :

t2>t1+£:>T>£:>L2—c2T2<O
c c

L'intervalle d'espace vérifie: AT> < 0

Si AT? <0 : on dit que l'intervalle est du genre “temps”. Les deux événements peuvent étre
q g lemps p ,
reliés par un signal se propageant moins vite que la vitesse de la lumiere et donc qu il
peut y avoir causalité.

Si AT* >0: Aucun signal ne peut donc avoir relié¢ les deux événements, ce qui exclut la
causalite.

Si AT =0 : les deux événements peuvent avoir été reliés par un signal se propageant a la vitesse
de la lumiére. Nous dirons alors que l'intervalle est du genre “lumiére” .

d'apres les propriétés de la transformée de Lorentz ( AT? = AT'?) la causalité relativiste garde
un sens dans un changement de repere Galiléen. Donc les notions de passé et de futur sont des
invariants relativistes.



.7 Cinématique relativiste

En mécanique classique nous savons que pour tout changement de référentiel on peut définir une
transformée des coordonnées et en déduire une loi de composition des vitesses et une loi de
composition des accelérations.

.7.1 Lois de composition des vitesses

Dans un reférentiel R un point matériel M Dans un référentiel R’ un point matériel M’
possede a chaque instant t un rayon vecteur r possede a chaque instant t' un rayon vecteur 1’
=T =(X,X,,X;) = 7' =(x],x},X})
et une vitesse v et une vitesse V'
:V:df:(dxl’dxz,d&j :v,:df’:(dx; dx/, dxgj

dt \ dt’ dt’ dt dt’ \dt' " dt’ " dt

Dans I'hypothese (¢évidement) ou les deux référentiels R et R’ sont galiléen on a en désignant par
V la vitesse de R' par rapport a R :

X =X, B:X
X, =X, C
r =
x} = afx; —B.ct] o= : :
ct' = afct —Bx, ] I-B



On en déduit donc :
dx| = dx,

dx’, =dx,

dr’ =

On en déduit donc :

dx’, = a|dx, —B.cdt]
cdt’ = afcdt — B.dx, ]

<mmmmmly- dt' = oc[dt —

dt 1

P dx,

C

dt O{I_B
C

!

Vi

/

\p)

!
\£

_dx] dx, dt v,
dt’ dt' dt dt 0{1 B 'VJ
C

_dx,

!
_ dx,

dt’ 0{1 — B.V3:|

C
_ dx] v,—V

dt’ {1 — B.V3:|
C

v

|-t

_Bdx;

d}:amp

C

t

B

- _.V3
C

|



1.7.1 Lois de composition des accélérations

Dans un référentiel R un point mateériel M Dans un référentiel R" un point matériel M’
possede a chaque instant t un rayon vecteur r possede a chaque instant t" un rayon vecteur 1’
=T = (Xl,Xz,X3) =T = (X;,X'Q,Xg)
, une vitesse v , une vitesse V'
~df (dx, dx, dx L, dr’ (dx; dx) dx: C,
V= = L =2 =3 =(V1,V2,V3) =V ="= ,19 ,2> ,3 :(V19V29V3)
dt dt dt dt dt dt" dt’  dt
et une accélération y et une accélération y'
_ dv (dv, dv, dv, _, dv' (dvy dv, dv;
=Y = - > s =V = P r’ P 3t
dt \dt dt’ dt dt’  \dt' dt’’ dt
o , dvi dvidt d Vv, dt
Comme précédemment : v, =—— = = ,
dt'  dt dt’ dt { B } dt
ol 1-".v,
C




' : , V,.
Ce qui donne : v = Y1 + B 1-V3

ocz{l —B.V3i| ¢ az{l —B.V3i|
C C

On peut faire le méme calcul pour toutes les composantes, ce qui nous donne :

' V..
T = YIB 2 +% IE 3
oc{l—.\g} ocz[l—.\g}
C C
, V,.
Y2 = VE 2 +% 2;;3 3
ocz{l—.VJ oc{l—.w}
C C
Y3 = y; 3
a3[l—.v3}
C




1.8 Quadrivecteurs Vitesse et Accélération

1.8.1 Repere galiléen tangent

Considérons un point matériel M qui se
deéplace dans un référentiel galiléen R
avec la vitesse V(t) non constante. A

chaque instant on peut définir un repere

Ro(t) ayant pour origine M et anime o
d'une vitesse v(t)par rapport a R.

‘ Ce repere R est donc un repére propre, mais il n’est pas galiléen

A chaque instant pourtant il existe un repere galiléen Rg(t) coincidant avec Rg(t). Donc le
mouvement de M peut €tre décrit par une succession de reperes galiléens tangents a la trajectoire.

l I1 existe donc a tout instant une transformation de Lorentz
permettant de passer de R a R¢(t) et donc a Rg(t).



Pour pouvoir passer d'un référentiel a 'autre, il faudra a chaque instant definir une transformée
de Lorentz. On peut aussi utiliser l'invariance du produit scalaire de l'intervalle d'espace

infinitésimal par lui-méme lorsque 1'on passe d'un repere a 1'autre. On a donc :

dF? =df’ =dg,’

df = (dx,,dx,,dx,,cdt)

d% =(0,0,0,cdt) —

di? =dx,” +dx,” +dx,’ —c’dt’ = dr* — c*dt’
di’ = —cdr?

dr* —c’dt® = —c*dt’

Le mouvement du point M est régi dans le réfeérentiel R par la relation :dr = v.dt

) Vdt° - c'dt’ = —c’de’

= <V2 —c? )dt2 = —¢*dt’

—c? ¢’
— dt? = > de’ = 5 5 dr?
iv —C ) ic -V )

Dilatation des
temps




1.8.2 Quadrivecteur Vitesse

Considérons dans un réfeérentiel R un point M dont le quadrivecteur espace temps est :

T =(%,ct)=(x,,X,,X;,ct)

Définition Temps propre
: : , | dTf Par analogie avec la
Le quadrivecteur vitesse est donné par : [if = - - mécanique classique
- dT ]
U=—
dr dr dr dx, dx, dx
T =(dx,,dx,,dx,,cdt)fi=—=y— = L—%2 ¢ ‘ U =(yVv,yc
. (dl et =g =7 g y(dt dt * dt j (. e)
= 'Y T

J

Le quadrivecteur vitesse se transforme en ob¢€issant aux relations de la transformée de Lorentz

dans un changement de référentiel galiléen : ul =u, v

u; =u, b= C
, avec

Us = y[u3 - B.u4] % 1

uf, =y[u, —Bu,] 1-p°




Le quadrivecteur vitesse possede aussi les propriéteés lices a la transformée de Lorentz, en
particulier I'invariance du produit scalaire :

1.8.3 Quadrivecteur Accélération

Définition

Le quadrivecteur accélération est donné par :

AN

Temps propre



Le quadrivecteur accélération se transforme en ob€issant aux relations de la transformée de
Lorentz dans un changement de référentiel galiléen :

' V
N B = ;
Y2 =7, avec |
v =vlvs —By.] e

vy =7l —B;]

Le quadrivecteur accélération possede aussi les propriétés lices a la transformée de Lorentz, en
2
particulier I'invariance du produit scalaire :

~2 ~r2
Y =7
On a établi précédemment en appliquant l'invariance du produit scalaire que : o> =—c”

Dérivons cette expression par rapport au temps propre :

%(ﬁz)zzﬁi—fzi(—cz)

= 2uy =0

‘Les quadrivecteurs vitesse et accelération d'un point matériel sont
constamment orthogonaux.




