Il Ondes Progressives et stationnaires

| — Vibrations transversales d’une corde tendue

Effet des
conditions aux
limites et
propriétées des
ondes
stationnaires




Propagation le long d’une corde

1/ Modélisation :

On suppose une corde infiniment souple (sans raideur), pré-tendue, en négligeant son poids

— La corde se courbe sans effort S s s S

—> Direction de la force interne entre les éléments de la corde (la tension) = celle de la tangente locale a la corde

-T(X, t) M P T(X+dX, t)

S(x+dx,t)
M,P,=dx : corde au repos

v

X x+dx s vecteur déplacement

Forces de tension sur MP




Propagation le long d’une corde

On confond dsa dz car dy << dx

9\ 2
ds\/d:cZery?dm\/lJr(ay) ~ dzx
x

La force totale agissant sur MP est:

dF =T(x +dx,t) — T (x,t)

Théoreme du centre d’inertie: m = de;I:

0” d - é
[.Ld:I? ( i t) = T(&+ dx,t) — T(x,t]




Propagation le long d’'une corde

Approximation des petites amplitudes :

T(zt) <~ 0?2 O
vt | 7\ 6 i
/M/”'l ______ hom = 5 (T cos0)
<
s(x,t) azy O _
Mg/ Hom = %(T sin )
0O T T :
tanf ~ 0 = g—z
0%y 0 0%y
d’ou ——— = —(T'sinf) =T—=
o = gg im0 =T50
On en déduit - @ K 823/ —0
I’équation d’onde Ox? T Ot?




Propagation le long d’une corde

On retrouve I'équation de d’Alembert, avec une

: » ’ T
vitesse d'onde donnée par | v = ”

Dans cette approximation, Il'équation du
mouvement  transversal est découplée dun
déplacement longitudinal éventuel

Solution générale :
On sait que cette équation a pour solution générale

y(x,t) = F(x —vt) + G(x + vt)




Propagation le long d’une corde

2/ Conditions initiales sur une corde infinie :

On connait, a t=0, la déformation initiale, supposée localisée

On connait aussi la vitesse en tout point de la corde

- mm
— — ——
- -
—_—

. ——
Déterminons l'expression de y(x,t)
T == e -
i ——— N N
(démo tableau) = | —— ———=—




Propagation le long d’une corde

Intégrons la 2% relation S -, -
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Propagation le long d’une corde

e ——
T ——
’ \ e R - |
D'ou
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e - |
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B —— B ———
—— L —
P Eo———— S ——

—> 2 ondes se propagent en sens inverse

—> Sans vitesse initiale (b(x)=0), méme forme que la déformation
initiale mais d'amplitude moitié

Soit




Conditions aux limites

3) Conditions aux limites :

Extrémiteé libre: Aucune condition sur y, mais sur sa dérivée >< <
Si I'extrémité est libre, il n’y a aucune force appliquée
——n — 1
—— I -—
— | | |
nn
{
| I |
[ ——

x=L

LU'onde réfléchie conserve la méme amplitude et la méme phase




Conditions aux limites

Extrémité fixe: Pour une corde fixe au point x, on a = =

Soit ——

Posons -

la relation s’écrit alors

x=L

onde réfléchie G est alors donnée par
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Conditions aux limites

Corde fixe aux deux extrémités:

Considérons une corde de longueur L fixe aux points |z =0Qet z = L

alors y(xr,t) =0

On a vu que G(ﬂj + Ut) — _F(2L — XL — Ut)

donc y(x,t) = F(z —vt) — F(2L — z — vt)

De plus,

Yylx=0,1) =0=|F(—vt) — F(2L —vt) =0 Vi

On en déduit ainsi que la fonction F est périodique de période T = 2L/v




Conditions aux limites

F(—vt) = F(2L — vt)

Il ne peut exister que des vibrations
transversales périodiques en t, de période T = 2L /v
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Analyse spectrale

ll- Décomposition en série de Fourier :

Toute fonction périodique de période T peut se décomposer sous la forme
d’'une somme de sin et cos (Théoréme de la série de Fourier)

= On va exprimer f(u), u homogene a un temps

1) Changement de variable :

Si f(u)=F(z+vt)+G (z-vt) est solution alors flou) est
aussi solution (équation d’onde est lin¢aire)

Choisissons a=1/v, on peut alors écrire:

f(uw)=F,(t-z/v)+G,(t+x/v) (démo tableau)
Dans le cas ou la corde est fixe aux 2 extréemites, G,=-F),
et f(u) s’écrit:
f(z,1) = F2(t — 2z /v) — Fa(l + z/v)
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Modes propres et résonance

2) Théoréeme de la série de Fourier :

La décomposition est de la forme:

flu) = Ag + Z [Am cos (mijru) + B,,sin (mi}ru)}

=1

1 (T
Ay = 7 / f(u)du=0  (valeur moyenne de f(u))
0

...(démo tableau)

Apres manipulation, 'expression complete de f est de la forme:

flx,t) = Z [am Cos (mzvt) + b,,, sin (ﬂlzvt)] sin [mgj:

m=1

|
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Modes propres et résonance

3) Modes propres de vibration de la corde :

Considérons un terme de la somme précédente:

fm(mat)

_ mmut b mmut i [mwm]
= Qyy, COS 7 m SN 7 sin 7

= Cpcos(wpt + @) sin (kp, )

MV mm
et k,,=—

L L

OU ON a pOS€ W, =

Cette perturbation est donc une onde stationnaire qu’on appelle
mode propre de vibration de la corde
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Modes propres et résonance

nl

Les nceuds de vibration sont les points damplitude nulle  Zn = Py
avec n=1,2,...,m-1 séparés par )‘ﬂ — £
2 m

* Pour m=1 (mode fondamental), il n’y a pas de nceud

e Pour m>1, le nombre de noeuds est m-1

3 premiers modes propres de
vibration d'une corde
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Modes propres et résonance

4) Décomposition d’'un mode en ondes progressives :

Uexpression précédente en notation complexe (~)

flz,t) = C' e “mtgsin(k,,x)

m

Ea

_ Cm [e—i(wmt—kmm) - e—z’(wmt—l—kmm)]

|

Les modes propres d’'une corde correspondent a la
superposition de 2 ondes progressives se propageant dans
des directions opposées

méme fréquence
Propriétés: méme amplitude
en opposition de phase




Analyse spectrale

5) Conditions initiales du mouvement :

Les coefficients a,, et b,, sont déterminés par les conditions initiales du mouvement

Supposons qu’a t = 0 nous imposions a la corde une certaine forme et une vitesse

’

On obtient | f(x,t =0) = Z A sin(kp ) = fo(x)
—1

et

Z bnwm sin(kmaz) = fo(x)

£
\

t=0

Il faut inverser les équations pour déterminera,, et b,
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Analyse spectrale

Analyse de Fourier: —> on multiplie les équations par sin(k,x)
—> on integre entre O et L
En sachant que ,
L : _
L _ [m'zr::c] , [fmr::c]d 9 SL =1
sin sIn |— | dxr =
0 L L
(démo tableau) 0 sin #m
On obtient ainsi
: 2 [t M
Ay = — T)sin dx
o /0 folx) [ L ]
3 5 .
- mmnxT
by = z) sin ]dm
\ e m*:r*v/o fo(@) L




Analyse spectrale: corde pincée

6) Cas d’une corde pincée (guitare):

La corde est pincée et lachée. On a alors une vitesse initiale nulle et une
position initiale non nulle :

Définition de la fonction initiale : L
folz) = h-si0<z<a
a
[, —
folx) = he—Lsia<a<lL
— a
fo(z) =0 = b, =0
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Analyse spectrale: corde pincée

2

L
2

L

/“ h--- [TT?/?T.GC
—x sin
0 a L i

/aLhHsin

dxz

L

[ TMTTXL

]d:r

On integre par parties:

(démo tableau)

Les harmoniques décroissent en amplitude comme

2hL?

Ay, =

~ w2a(L — a) m?

1 . rmma
sin

L

]:

K

m?2

= Il y a peu d’harmoniques dans le son percu
— on peut supprimer ’harmonique de rang m en pincant en un point tel que

1
m2

sin

mmnma

L

L
=0=a=—
m
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Analyse spectrale: corde pincée

200

e
= agof

200 200

200 2.00

o= g.00 B 0,00

200 -2
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Analyse spectrale

1000
Frequence Hz

T

Fondamentan®=

1000 _ 1500 1000 1500
Frequence Hz Frequence Hz
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Analyse spectrale: corde frappée

7) Cas d’une corde frappée (piano):

A l'instant t = 0 la corde au repos est frappée au point x = g avec un marteau de largeur Ax:

TV a

ol

O a a+Ax | T

On supposera Ax << a et Ax << L-a. On admettra les conditions initiales simplifiées suivantes:

- fo(z) =0 = a,, =0
4fg(:1’:) = Apsia<z<a+ Ax
kfg(fﬂ) = Osiz<a, z>a+Ax

24



Analyse spectrale: corde frappée

iy, L

On considere que le sin varie peu sur l'intervalle [a,a+ Ax]

at+Ax
b, = 240 / sin 22 g

d’ou
aTAT mrr . mma [OTA®
sin dx ~ sin dx
(1) L L a
. [mma
= sin [ ] Ax
. [mTa
ot 3iNsi 2A( sin [ 7 ] Ax
by, =
mmo
b,, décroit beaucoup moins vite en fonction de m
= plus d’harmoniques présentes
|
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La dispersion

lll- Phénomene de dispersion :

1) vitesse de phase:

Considérons une onde progressive sinusoidale décrite par
[ = Aexpli(kx — wt)]

En un point M d’abscisse x, I'état de I'onde en état vibratoire a
I'instant t est défini par la valeur de |la phase

¢ =kxr —wt

On en déduit qu’une modification infinitésimale de I'état vibratoire s’écrit

= d¢ = kdx — wdt

26



La dispersion

l’état vibratoire ou la phase reste identiquesi do =0

. dx W
Soit kdr —wdt =0 = & =%
v at  k

La phase de 'onde se propage donc a la vitesse dite vitesse de phase

Vyp =

k

Si la relation entre k et w n’est pas linéaire, la vitesse de phase dépend de w:
= phénomene de dispersion

En fait [’'onde monochromatique représente un cas limite ideal qui ne correspond jamais a la realité

27



Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

2) vitesse de groupe:

Tous les signaux réels ont une durée finie

1

lls peuvent étre considérés comme une superposition d’'ondes
sinusoidales de différentes pulsations w

Dans le cas d’un milieu dispersif (cas d’'une dispersion non linéaire), on
appliqgue une transformation de Fourier

Pour @ donné, composante de Fourier se propage a la
vitesse caractéristique Vg (w)

—> Vitesse de propagation du signal total non triviale
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Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

Hypothese: Composantes sinusoidales de pulsations proches de la pulsation centrale ®,

La fonction d’onde peut s’écrire

.1 — '
F(:I?,t) — \/%/ g(w)ez(km—wt)dw

ou |Q’(W) | ne prend de valeurs non nulles qu’au
voisinage proche de o,

D.L. au 1°" ordre de la relation de dispersion

k(w) =~ k(wo) + (w — wp) ji

w=1wo

onpose k(wg) = ko




Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

On reporte I'expression précédente dans F(x,t)

e’i(k{]m—w.[}t) oo

V2T DS

F(z,t) = g(w)ei(w—wu)[(dwdw)um—t]dw

w
Onde de pulsation o, avec vy = ?ﬂ et dont 'amplitude est aussi fonction de x et t
0

F(x,t) est une fonction de la combinaison linéaire (x/v,t)

ou on a posé (dw)
Vg = |- —==
g dk
0

'enveloppe de I'onde représentée par F(x,t) se propage sans déformation a la
vitesse de groupe v,(®,)




phase vel. = group vel.

Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

phase vel. = - group vel.

Phage vel, = group vel.

Phnse vel, < group vel.

group vel. =0

phase vel. =1
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Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

Vyp = Vg rf” 1”
) ﬂ{ Mo
A e
| g$ ) rjr
e ﬂﬂ[ :'_ ﬂ.ﬂﬁﬁ
" -40 Héﬁl E jé@];&’ 40
{ || | ll:éf
i ﬂy@v Zl j@vﬂ{ % Vy < VG




Paquet d’'ondes et vitesse de groupe

I| Enveloppe stationnaire

ﬂbmﬂn{ il ﬂ.ﬂﬂuﬁ
i jé@% 40 rf}

E ]

Ondes stationnaires o

I

; Caamnd
mais pas l'enveloppe 40 5;.'2le i jéﬁ];&’ 41
i |_'
|7 |
|I ﬂ \ —Iaf
A n ( T ﬂ ﬂ Enveloppe se déplace dans la direction
:'13 yg\j. I jéw] jf 11“,:, opposée aux ondes qui la composent
i |_'
I. l;* |
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